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1 Einleitung

Heutzutage ist die Riickversicherungsmathematik eines der gréfiten Teilgebie-
te der Mathematischen Risikotheorie. In ihr wurden alle in der Praxis vor-
kommenden Vertriage inzwischen intensiv mathematisch untersucht. Dabei
waren von besonderer Bedeutung die Effizienzuntersuchung und die Prémien-
theorie.

Zunichst befaite man sich iiberwiegend mit den klassischen Vertrégen Quo-
te, Stoploss und Schadenexzedent. Erst in den letzten 20 Jahren wurden
stiarker auch die etwas exotischeren Hochstschaden- und ECOMOR-Vertrige
untersucht. Dies vor allem vom Autor dieses Surveys, der gut 15 Arbeiten zu
diesen Vertrigen publizieren konnte. Nach anfinglichen spezielleren Arbeiten
zu den ,Exoten“ erkannte der Autor Mitte der 80er, dafl es eleganter ist, all-
gemeinere Resultate fiir eine Verallgemeinerung beider Vertrige herzuleiten.
Aus dieser Erkenntnis entwickelte sich im Laufe der Jahre eine umfangreiche
Theorie iiber sogenannte verallgemeinerte Hochstschadenriickversicherungs-
vertrage. Da die dazugehorigen Publikationen breit gestreut iiber verschiede-
ne Fachzeitschriften sind, entschlof sich der Autor zum vorliegenden Survey.
Die Publikation im Tagungsband des ICA lag nahe, da damit die Akutare
aller Lénder sich iiber die genannte perfekte Theorie informieren kénnen. Die
Theorie schliefit eine der letzten gréferen Liicken der Riickversicherungsma-
thematik. Der Autor méchte eingangs noch darauf hinweisen, dafl die behan-
delten Vertrige bislang in der Praxis praktisch ohne grofie Bedeutung waren,
wenngleich sie durchaus sinnvoll und praktisch denkbar sind.



Die iiberblickartig gebrachte Theorie gliedert sich auf in drei Teile und zwar
in

a) Theorie der Primie
b) Theorie des Gesamtschadens

¢) Theorie der Effizienz

In jedem Teil werden recht allgemeine Resultate fiir die allgemeine Vertrags-
form gebracht und diese dann meist kurz am Beispiel des klassischen Hochst-
schadenriickversicherungsvertrages illustriert. Es wird sich daher auf das We-
sentlichste beschriankt. Zahlreiche weiterfiihrende oder mehr exemplarische
Literaturstellen sind im Text passend eingearbeitet. Die Literaturliste am
Ende der Arbeit diirfte praktisch alles Publizierte zum behandelten Kontext
enthalten. Moglicherweise inspiriert der Survey jiingere Aktuare, sich etwas
ndher mit der Theorie zu befassen und vielleicht sogar einen eigenen Beitrag
dazu zu verfassen.

2 Die Vertrige

Bezeichne N die Schadenzahl eines Kollektivs von Risiken. Die dazugehori-
gen Schadenhéhen seien X7, X5, X3, ... und diese in nichtwachsender Grofle
angeordnet

XN1 2 Xn22 ... > Xy -

Gegeben seien Koeffizienten ¢y, ¢o, c3, . .. derart, dass fiir alle y; >y, > ... >

Yo und n € N
Z CiYi € [0, Z ?Jz‘]
i=1 i=1

Interpretiert man die Zufallsvariable

als Schadenlast eines Riickversicherers, so definiert die Familie (¢;,¢ > 1)
einen Riickversicherungsvertrag. Dieser sei verallgemeinerter Hochstscha-



denriickversicherungsvertrag genannt (Symbol: GLCR). Der Name er-
klart sich dadurch, dass fiir die spezielle Wahl

01262:...=Cp:1
CjZO Vj>p

der (klassische) Hochstschadenbetrag (=LCR), bei dem der Riickver-
sicherer die p grofiten Schiaden iibernimmt, resultiert. Als weiteres Beispiel
erhilt man den ECOMOR-Vertrag durch die Wahl

61202:...:Cp_1:1
cp=1—-pc;=0 Vi>p.

Als erste Arbeiten zu diesen Beispielen seien genannt Ammeter (1964),
Thépant (1950)). Den allgemeinen GLCR findet man wohl erstmals (so &hn-
lich wie ebenda) in Kremer (1984a), (1984b), (1985).

Der GLCR 148t sich noch verallgemeinern und zwar zu sogenannten Riick-
versicherungsvertrag basierend auf geordneten Schiden durch Wahl
einer Familie (f;,7 > 1) von Funktionen f; : [0,00) — [0, 00) derart, daf§

fi(0)=0

Zfz(yz) € [O, Zyz]

fiir alle y; > yo > ... > y, und alle n € N. Die Schadenlast des Riickversi-
cherers wire damit

Bei den praktischen Beispielen dazu hat man

(2.2) fi(z) = ci - h(z)

mit einer geeigneten Funktion h. Fiir h(x) = x resultiert der obige GLCR.

Fiir die Wahl
C; = 1, A/
h(z) = max(z — P,0)

erhilt man den (klassischen) Schadenexzedentenvertrag mit Prioritét
P >0 (kurz: XL(P)).

Die fiir fast alles Folgende zugrunde gelegten Voraussetzungen sind:
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(A.1) die Schadenzahl N ist unabhingig von den Schadenhthen
X15X2:X37"'a

(A.2) die Schadenhdhen X; sind identisch verteilt auf (0, 00) mit Vertei-
lungsfunktion F', Mittelwert u und Varianz o?.

Meist hat man noch:
(A.3)  die Schadenhéhen X;,7 =1,2,... sind unabhingig.

Soweit zur zugrundeliegenden Notation.

3 Pramien

Bekanntlich hat man sich ja auch intensiv in der Risikotheorie mit Prinzipien
der Primienkalkulation befafit (s. etwa De Vylder (1984)). Fiir die eben
definierten Vertriage erscheint das Standardabweichungsprinzip als besonders
geeignet (s. auch Reich (1985)), womit man als Risikoprimie wihlt

I=m+A-s

mit der Nettopriamie
m = E(RN) y

der Standardabweichung

s = (Va?“(RN))l/2

und dem Loading-Faktor A > (. Letzterer sei nun als gegeben angenommen,
es interessieren damit nur noch m und s?. Zur Bestimmung dieser beiden
gibt es praktisch 4 verschiedene Techniken

Direkte Methode
Vorausgesetzt seien (A.1)-(A.3). Bendtigt wird die erzeugende Funktion von N

M(t) = iPTob(N:n)-t"



und deren i-te Ableitung M@ (¢). Ferner sei

@) =@E-1".
Man hat dann (s. Kremer (1985), (2000b))

Theorem 1

Fiir die Nettopramie des GLCR gilt

a) m =

'MS

Il
—

1
) [ F () - (1 —u) MO (u) du
0

K3

mit der Pseudoinversen
F~'(u) = inf{z: F(z) > u},
sofern F' stetig ist.

b) m =Y 3 [Prob(N > i) (i) — Hyu(0)]

i=1 n=0

mit der Funktion
D
H, (i) = / (1 — )= M(i)(u) du
0

sofern F' diskret auf N ist. O

Korollar 1

i) Im Fall a) des Theorems sei zusétzlich N Poisson-verteilt mit Para-
meter A > 0, d.h.

)\n
Prob (N =n) = (F) cexp (—=A), ©u=0,1,2,...

und X; Pareto-verteilt mit Parameter a > 1 und Startwert a > 0,
d.h.
FX)=1—-a%-27¢ fiir x > a.



Dann gilt

(3.1) m = /\l/a-i(rc(;)) Ty(i—1/a) - a

1=

mit der unvollstindigen Gammafunktion
A
Ca(t) = /stl exp(—s) ds.
0

ii) Im Fall b) des Theorems sei zusétzlich N Poisson-verteilt mit Parame-
ter A > 0. Dann gilt

m= ;(Fc(z)) ' [g T, (i)
mit

An=X-(1— F(n)). 0

Die analogen Ergebnisse fiir s* findet man in Kremer (1985), (2000b)).

Fiir grofleres A wird man in (3.1) natiirlich 'y durch die vollstindige Gamma-
Funktion I' = T', ersetzen. Fiir den Spezialfall des (klassischen) LCR liefert
dann (3.1) das friithe Resultat von Ammeter (1964):

m e Ao L +r1(15 el (ai 1) "4

Eine handliche Formel fiir m bei exponential-verteilten Schadenhéhen findet
man in Kremer (1986b). Andere Sonderfille sind in Kremer (1989), (1998a),
(1998b) behandelt. Weitere Resultate zu Negativbinomial- und binomial-
verteilten Schadenzahlen werden in Berglund (1998) hergeleitet.

Bounding Methode
Es seien (A.1)-(A.2) angenommen. In Kremer (1988) findet man

Theorem 2

Es gilt fiir den GLCR
m < E(N-ey)-u+ [E(N-(N—-1)-s3)]"" 0
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wobel

1 N
CN = § DG
=1
N—-1
8%\7 = (%) . (Ci — EN)Z . O
i=1

Diese Pramienschranke erweist sich oft als zu grob. Schérfere Ergebnisse lie-
fert

Theorem 3
Ferner gilt

m < i(%) . [i n-Prob(N = n)p(Pm)} -u—i—i cit (i Prob(N = n)Pm>

mit
1 o0
p(P)=—- /(a; — P) F(dz) (Pramienrate des X L(P)).
oy
und
Po = F7(1 = (i/n)).0
Korollar 4

Nimmt man zusédtzlich an, dass F' Pareto-verteilt mit Parameter o > 1 und
Startwert a > 0 ist, so vereinfacht sich die obere Schranke des Theorems 3
zZu
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