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Résumé

La mise en place d’un modéle ORSA implique de projeter les distributions du SCR et du taux
de couverture (ou du moins certains points bien choisis de ces distributions) & hauteur du plan
stratégique de l’entreprise. Dans le cas d’un modéle stochastique, la projection devient complexe en
épargne d cause de la présence des interactions Actif/Passif. Nous proposons dans ce travail un
modele de projection par formules fermées basé sur une approrimation analytique de l’évaluation
des engagements. La démarche proposée est une extension des deux modeles analytiques de Bonnin
et al. [2014a][4] pour Uépargne générale et Bonnin et al. [2014b][5] pour ’épargne retraite. L’ex-
tension se concentre sur la valorisation de deux options : taux minimum garanti et participation
aux bénéfices.

Le choix de la prise en compte des options cachées par des formules fermées conduit a des
performances compatibles avec les exigences opérationnelles de ’ORSA (cf. Radi [2014][20]). Le
modele décrit évite les complications de l'excés de paramétrisation et privilégie une meilleure in-
telligibilité des calculs et des résultats.
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1 Introduction

L’ORSA (Own Risk and Solvency Assessment ou Evaluation Interne des Risques et de la Solvabilité)
est un processus prospectif au cceur du Pilier 2 de Solvabilité II. Il est une des composantes les plus
importantes du dispositif de gouvernance des sociétés d’assurance. Actuellement, ce sujet concentre
de plus en plus de réflexions de la part des assureurs en France, alors que le Pilier 1, plus mature a
présent, est en phase de stabilisation.

Les discussions actuelles sur ce sujet mettent en évidence la complexité de la mise en place d’un
tel processus. Cette difficulté provient de la nécessité de trouver une fagon rigoureuse pour projeter le
taux de couverture des engagements sur I’horizon du plan stratégique de ’entreprise. Si des solutions
relativement simples peuvent étre proposées en assurance non-vie (cf. Planchet et al. [2010][17]), la
complexité des interactions Actif/Passif rend la tache a priori plus complexe en assurance vie et notam-
ment en épargne. En effet, la présence d’options incluses dans le passif de 'assureur (taux minimum
garanti, participation aux bénéfices, possibilité de rachat, etc.) rend le sujet délicat d’un point de vue
technique.

L’objectif de cet article est de proposer un prolongement des deux modéles : Bonnin et al. [2014a][4]
pour I’épargne générale et Bonnin et al. [2014b][5] pour I’épargne retraite. L’extension proposée se
concentre sur la valorisation de deux options : taux minimum garanti et participation aux bénéfices.
Le cadre de la valorisation de ’option rachat est quant a lui repris du modele épargne retraite de Bonnin
et al. [2014Db][5]. L’idée est de continuer la démarche basée sur les formules analytiques et de montrer
qu’il est possible d’avoir des formules fermées en présence de ces deux options. Notre approche s’inspire
des travaux de Lindset [2001][14] et Persson et Aase [1996][16] qui ont été adaptés & la problématique
ORSA épargne.

La partie 2 explique la problématique quantitative de projection dans le cadre d’'un modele ORSA
Vie. Nous exposons ensuite dans la partie 3 le modele utilisé afin de répondre a cette problématique.
Les formules fermées pour le calcul du Best Estimate sont ensuite établies afin de mettre en exergue la
nécessité de calculer les options de rachat et de revalorisation. Nous proposons ensuite une démarche
compleéte de valorisation de 'option de revalorisation du contrat d’épargne pour deux profils de rende-
ment. Dans un premier temps les formules fermées sont établies et adaptées au modele de taux choisi;
et dans un deuxiéme temps 'erreur d’estimation par les méthodes de Monte Carlo est quantifiée.

2 Focus sur les aspects quantitatifs de PTORSA

La mise en place d’'un modéle ORSA implique de projeter les distributions du SCR et du taux
de couverture (ou du moins certains points bien choisis de ces distributions) sur I’horizon du plan
stratégique. Une premiere méthode qui peut sembler naturelle pour répondre au besoin des projections
ORSA est I'utilisation d’un modele ALM classique. Dans le cadre des calculs pilier 1 de solvabilité 2
les assureurs ont adopté une approche rustique consistant globalement a injecter dans un modele ALM
de production de comptes sociaux des trajectoires issues d'un générateur de scénarios économiques
"risque neutre" pour construire in fine un estimateur empirique du Best Estimate.



Le schéma repris de Planchet et Leroy [2011][18] rappelle les différentes étapes de la méthode
classique :
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FI1GURE 1 — Illustration du calcul d’un Best Estimate dans un cadre classique

Indépendamment des difficultés conceptuelles que souléve une telle approche, elle s’avére trés mal
adaptée au cadre de I’ORSA. En effet, si nous supposons dans un premier temps que 'entreprise a fait
le choix d’une formule standard pour le calcul du SCR, et souhaite, pour simplifier, procéder a 1000
simulations par année de projection sur un horizon de cinq années du plan stratégique; cela suppose
que lentreprise utilisera le modele ALM en 5000 noeuds de projection. En prenant en compte toute
la complexité du modele ALM de par ses parametres et son temps conséquent de calcul, la solution
devient tres vite inenvisageable. Nous rajoutons a cela qu’il y a deux contraintes majeures pour un
exercice ORSA, a savoir la nécessité d’estimer rapidement la déformation du ratio de couverture et le
fait que seule une estimation est requise. Dans ce sens un modéle ALM classique ne peut pas répondre
a ce besoin. qui nécessite d’obtenir une information sur la distribution du taux de couverture des
engagements sur un horizon de quelques années.

Deés lors, la capacité a pouvoir calculer les provisions et, partant, a projeter le bilan économique de
maniere efficace devient un enjeu central auquel la structure "Pilier 1" ne permet pas de répondre.

Depuis 2009, un ensemble de modeles a vu le jour afin de répondre a la problématique de projection
ORSA. Ces modeles abordent la problématique de deux fagons différentes :

1. une premiere classe de modeéles vise a diminuer le nombre de simulations nécessaires ;

2. une deuxieme classe préfere avoir recours a des formules fermées pour le calcul du Best Estimate
et du SCR.

Le tableau qui suit expose ces différents modeles :

‘ Recours & des formules fermées ‘ Diminuer le nombre de simulations ‘
Formules analytiques Bonnin et al. [2014a][4] Optimisation des simulations secondaires
Least-Squares Monte Carlo Bauer et al. [2010] [2] Nteukam et Planchet [2010]({15]
Portefeuilles de réplication Revelen [2009][21] Accélération des SdS Devineau et Loisel [2009][6]

TABLE 1 — Modeles de projections ORSA Vie

En termes de différence d’approche, nous notons que la méthode Least-Squares Monte Carlo pré-
sente la particularité de s’intéresser directement a construire une distribution des fonds propres éco-
nomiques a une date donnée sans valoriser le Best Estimate.



L’approche choisie dans ce mémoire s’inscrit dans le prolongement des méthodes analytiques de
Bonnin et al. [2014a][4].

3 ORSA par formules analytiques

3.1 Présentation du modele

Le modele de projection par formules fermées est basé sur une approximation analytique de I’évalua-
tion des engagements. Il part du constat qu'un modeéle complexe pour la projection n’est pas forcément

plus précis et adapté a la gestion des risques .

L’approche entend approximer la valeur du Best Estimate d’'un contrat en valorisant les trois
options :
1. Taux minimum garanti (noté TMG par la suite) (articles A132-2 et A132-3 du code des assu-

rances) : la rémunération minimale pour tous les versements réalisés pendant toute la durée du
contrat.

2. Participation aux bénéfices minimale (définie dans I’article A331-3 et montant minimum calculée
suivant Darticle A331-4 du CdA) : les assureurs ont l'obligation de reverser une partie des
bénéfices qu’ils ont réalisés durant I'exercice comptable.

3. Option de rachat : les revenus pergus chaque année sont définitivement acquis.

Cette approximation étant obtenue a l'instant initial, la valeur du Best Fstimate pour chaque nceud
de projection se déduit « immédiatement » en utilisant la formule fermée. Le capital réglementaire (et
ainsi le ratio de couverture) peut étre déduit facilement en passant par la formule standard.

La figure qui suit illustre les différentes étapes de projection :

Approximation du Best
Estimate Pilier | par des
formules fermées

Calcul du Best Estimate par
les formules fermées pour
chaque noeud de projection

Projection des facteurs de
risque

Déduire le SCR par formule
standard

FI1GURE 2 — Principales étapes du calcul ORSA par formules analytiques

Ce travail se concentre principalement sur I'approximation du calcul du Best Estimate par des
formules analytiques.

3.2 Calcul du Best Estimate par formules fermées

Nous reprenons dans cette section les notations de Bonnin et al. [2014b][5]. Un calcul d’un Best
Estimate fait intervenir trois éléments : les flux, le processus d’actualisation et la probabilisation :

e Les flux aléatoires de trésorerie (F(t)),-, avec :

F(t) = Prestation(t) — Cotisation(t) + Frais(t)

1. voir Bakshi [1997][25] pour un exemple d’étude empirique concernant ce point



e Un processus de déflation adapté (d (t)),~,, pour r(u) taux sans risque a l'instant « nous avons :

o(t) = exp(—/o r(u)du) (3.1)

e Deux espaces de probabilité filtrés (Q“, (FN >0 ,]Pm) et (Qf, (]-'tf) o ,Qf) pour le risque
> >

assurance et le risque financier respectivement.

Nous distinguons alors deux situations, selon que 'aléa sur le flux est d’origine financiére ou non.
La provision Best Estimate a 'instant initial s’exprime alors :

BE(0) =E"®%" |3 5(1) x F(1) (3.2)

t>1

P est la probabilité décrivant les aléas non financiers (mortalité, rachat structurel, etc.) et Qf
probabilité pour les risques financiers supposés couvrables (hedgeable). Il est a noter que le passage
de la probabilité historique a la probabilité risque neutre consiste a augmenter les probabilités des
évenements défavorables pour I'investisseur de telle maniére a refléter son aversion pour le risque. Pour
plus de détails concernant ces deux mesures de probabilité voir Wuthrich et Merz [2013][24].

Lorsque (F(t)),~, ne dépend pas de I’état du monde financier, il y a donc absence d’interaction
Actif/Passif, nous retrouvons une expression simple faisant intervenir les prix zéro coupon initiaux :

BE(0) = Z[EQf 6 (1)] x EF* [F(t)]]

t>1

> [Pa0,t) x B [F ()]

t>1

ou P,(0,t) est le prix nominal d’un zéro coupon de maturité ¢ & I'instant initial.
En présence d’interactions Actif/Passif, le calcul de la formule 3.2 se fait a l'aide de simulations :

N T A
BE(0)y = éZ(ZZ F®)n.a > (3.3)

(L Ra(0,)

a o0
-  EF'e0C S (t) x
vt B [Sar
t>1
ot N est le nombre de simulations, A le nombre de contrats, R, (0,t) le taux sans risque initial de
maturité ¢ relatif & la simulation n et T la durée du contrat.

Toutefois, 'utilisation de la formule 3.3 s’avere tres mal adaptée dans le cadre d’'un modele ORSA.

Nous proposons dans cette partie une approche analytique pour le calcul du Best Estimate de la
formule 3.3.

Nous adoptons les mémes notations que Bonnin et al. [2014b][5] tout en généralisant le cadre des
calculs. En effet, nous nous placons dans un cadre de contrat d’épargne incluant un taux minimum
garanti et une clause de revalorisation relative a un rendement d’un actif.



Nous considérons dans ces calculs un pas de discrétisation annuel. Notons alors (F}, j > 1) les flux
de prestations relatifs aux années de projections. Nous écrivons pour j entier naturel :

Fj=(1+m,)xPf-Cj

Avec (PJ-R, j> 1) les prestations revalorisées, (C;, j > 1) les cotisations et 7, le taux de frais (sous
I’hypothése que les frais sont proportionnels aux prestations ). Il s’agit ensuite de discrétiser le processus
de déflation (9 (1)), défini dans 3.1 selon la partition du temps annuelle to =0 <#; < ... <t, =T

J otk J
oud(j)=[le Joi_y rwdn _ [Te?® et p(k) = [ r(u)du .
k=1

— Jtg_
k—1 k—1

La valeur économique des engagements a 'instant initial en suivant 3.2 est :

BE(0,T) = EF®® |S"5(j)x F

Jj=1

a f . a f .
(14 7) BF®2 1N "5 (j) x Pft| B2 13 "6 (j) x ¢

Jj=1 Jj=1

Nous supposons par souci de simplification que le montant des cotisations ne dépend pas de ’envi-
ronnement financier, la formule se simplifie en considérant les prix zéro coupon nominaux (P, (0,5), 7 > 1):

BE(0,T) = (1+7,)EX"®%" |75 () x PR| =" P.(0,5) x E* 0] (3.4)

Jj=1 Jj=1
Toutefois, la valeur des prestations dépend de l’environnement financier a travers les clauses de
revalorisation. Ce point rend le calcul du terme EF*®Q’ [Zj>1 0 (j) x PJR} assez délicat et des méthodes

calculatoires sont considérées afin de faire ce calcul. Nous exposons ci-apres une méthode de calcul de
ce terme.

3.2.1 Calcul avant prise en compte des rachats

Nous définissons un processus (3 (t)),~, du rendement de 'actif avec un pas annuel. Le taux minium
garanti est supposé fixé pour chaque année de projection, et il sera noté g; pour une année de projection
J et sera supposé déterministe.

Le modele s’attache a valoriser 'option selon laquelle I’épargne a une revalorisation basée sur le
rendement annuel de l'actif et au moins égale au minimum garanti. En d’autres termes, si le rendement
de Tactif 5 (j) durant I'année j dépasse le taux minimum garanti g;, ’épargne sera revalorisée & ce
taux. Sinon, I’épargne se revalorise au taux minimum garanti annuel g;. Le terme de revalorisation

pour une année j aura donc la forme e9%V80) |

Nous obtenons selon la définition supra la formule suivante de 1’épargne revalorisée pour une année

J
PjR = Pj X H eng,B(k)
k=1

ou (P;, j > 1) sont les prestations non revalorisées.



Le calcul du terme EP*®Q [2321 5 () x P]R} donne alors pour un flux quelconque j :

J
EP“@Qf [5 (j) % PJR] _ EP“ [Pj] % EQf [5 (]) % H egkvﬂ(k)l
k=1

J
EF [P;] x EY lH e(ﬁk—p(k))v(ﬂ(k)—p(k))]
k=1

Nous définissons ensuite les facteurs déflateurs des prestations, notés (0, j), comme suit :

Q(0,4) = EY

J
H e(gk_P(k))\/(B(k)_P(k?))‘| (3.5)
k=1

La valeur finale du Best Estimate est la suivante :

BE(0,T) = (1+7,) Y _Q(0,5) x EF [P;] = Y P.(0,4) x EF [C}] (3.6)

Jj=1 =21

En conclusion, la capacité a estimer une “fair value” des engagements dépend intimement de
Vefficacité des méthodes de calcul des facteurs déflateurs €2(0, ).

Par la suite nous notons Qf = Q et P* = P afin d’alléger les notations

3.2.2 Valorisation de ’option des rachats

Soient des coefficients (A, j > 0) définis par 1 — A; = 9 =P)IV(BE)=,(7) = eg::(i)(j) pour refléter
I’écart relatif de performance du contrat par rapport au taux sans risque.

9;VB(I) _ gp(d) . . . , . N
A = MCT)G est la sous-performance instantanée actualisée. L’assuré sera sensible a cet

écart de revalorisation et son comportement dépendra de la valeur des parametres A;. Une hypothese
est faite a ce stade en considérant que les variables aléatoires A; sont , sous la probabilité risque
neutre, normales et indépendantes. Ce qui conduit a écrire A; = A + oag; ou (gj)j>1est un bruit
blanc gaussien sous la probabilité risque neutre Q.

En suivant le méme raisonnement que Bonnin et al .[2014b][5] dans la relation pour le rachat, nous
supposons que :

pj=p+Bx(A; —A)=p+ B xoag;

ou u est le rachat structurel supposé constant et 5 > 0 la sensibilité a la variation de la sous-
performance pour le rachat conjoncturel.

En se basant sur un flux unitaire payé sans limite nous cherchons a mesurer I'impact de 1'existence
de ce mécanisme de rachats conjoncturels. La valeur économique des flux rachetés peut s’écrire

[ (=) (1—A0)

—

k
VR(B) =E® (>

j>1 k

L’indépendance des termes de ce produit permet de calculer cette valeur comme suit :

VR(B) =px > [(1—p)(1-A)+5x0]) = 1_((1_M)<1‘1A)+BXU2) (3.7)
j=>0 A



Pour § = 0, nous pouvons noter que VR(0) =
3.7 comme suivant :

m, ce qui conduit & réécrire la formule

VR(0)

VR(B) = T Bxol
1-VR(0)—*=

(3.8)

Au premier ordre nous pouvons faire ’approximation
2
VR(8) ~ VR(0) x (1 + VR(O)BX#‘A)

Donc, en présence d’une sensibilité au spread (8 , le rachat augmente la valeur des flux rachetés

2
d’une proportion BX% . Par ailleurs, pour cet exemple, la provision mathématique du contrat est

PM =3 n Hk I71(1 — p) = 1. Le correctif obtenu est donc entendu pour un Euro de PM.

Afin de prendre en compte le rachat dans la valeur du Best Estimate 3.6, un terme de correction
est introduit & ce stade en se basant sur 3.8 :

1
WBEP(O)
1-— T A

BEp(B) =

ot BEp(0) = 3,5, (0, 7) x EF [F)] et v = BI%V([O) supposé constant.

Remarque : Le choix a été fait de prendre un terme v constant afin d’éviter un grand volume
de calcul. Cette simplification peut ne pas étre considérée en recalculant les PM a chaque date de
projection.

Enfin, la marge pour risque est ajoutée au Best Estimate des prestations; cette marge est suppo-
sée simplement proportionnelle & BEp(0) avec T7ras le coefficient de proportionnalité. La encore, le
parametre Tras est issu des calculs menés dans le cadre du Pilier 1 avec un modeéle ALM complet. Au
final, les provisions techniques ont ’expression suivante :

BE() = LT X UTTP) =00 j) 5 B [P - 3 Pa(0, ) x B [C)] (3.9)

ﬁxa
L—=y— j>1 j>1

3.2.3 Projection du Best Estimate

A partir de la formule du calcul du Best Estimate initial 3.9, il est clair qu'une projection de cette
quantité dans un horizon correspondant au plan stratégique dépend de la capacité a projeter les deux
facteurs (0, ) et P,(0, 5).

Pour un instant de projection ¢ nous aurons :

1 1 a a
BE(t,n) = L TRM) ;X(Uf ) St n,g) x EF [P =S Paltyn,j) x EF [C;] (3.10)
1- A i>1 i>1
o J=Z J=Z



ou n est I'indice du scénario de projection considérée. Il est donc possible de construire une dis-
tribution de la projection du Best Estimate en fonction des différents scénarios de déformation des
courbes.

3.3 Formules fermées pour le calcul de 'option de revalorisation

Bonnin et al. [2014b][5] proposent une démarche de calcul de option de revalorisation de I’épargne
présentant les caractéristiques suivantes :

1. un calcul propre a l'objectif de revalorisation des contrats d’épargne retraite qui ne peut pas
étre utilisé pour I’épargne générale ;
2. le rendement de ’actif est considéré d’une maniere indirecte ;

3. lestimation de la valeur de I'option de revalorisation est faite par méthodes de Monte Carlo, ce
qui rend in fine la formule semi-fermée ;

4. la discrétisation est considérée annuellement et son erreur n’a pas été estimée.

Partant de ce constat, nous proposons dans le cadre de ce travail une extension a un produit d’épargne
en euros selon la formule 3.5 :

J
Q(0,5) = B2 | ] elon=rtnv(#=n(i)
k=1

L’approche de calcul de ce facteur se base sur le travail de Lindset [2001][14] dans une premiére
mesure, et sur larticle fondateur de Persson et Aase [1996][16] dans une seconde mesure. L’idée est de
pouvoir obtenir une formule fermée exprimée en fonction de la fonction de répartition de la loi normale
multi variée et de se baser sur les travaux de Genz et Bretz [2009][9] pour le calcul de cette fonction.
Nous considérons un contrat avec une clause de participation : I’épargne est revalorisée a hauteur du
maximum entre un taux minimum garanti et le rendement réalisé.

Le périmetre de cette étude se concentre sur deux profils de rendement :
1. rendement égal au taux court sans risque;
2. rendement gaussien d’un actif de type Black & Scholes [1973][3].

3.3.1 Modéle de taux

La littérature sur le risque de taux est abondante et de nombreux modeles ont été proposés. Roncalli
[1998][22] présente une étude détaillée de la modélisation de la courbe des taux. Dans le cadre de ce
travail, le modele de Vasicek [1977][23] a été choisi pour la projection des taux courts. En effet, ce
modele présente 'avantage d’étre simple d’utilisation et d’avoir des caractéristiques souvent constatées
sur les marchés des taux d’intérét. L’effet de retour a la moyenne et la disponibilité de plusieurs
formules fermées sont les deux principaux atouts de ce modele. Nous notons aussi qu’au regard des
taux d’intérét négatifs constatés sur le marché actuellement, le modele de Vasicek [1977][23] est adapté
a cette réalité en permettant aux taux courts d’avoir des valeurs négatives.

Rappelons les principaux résultats concernant ce modele. Pour une étude détaillée incluant ’esti-
mation des parametres le lecteur pourra se référer & Thérond et Planchet [2005][19].

La dynamique en probabilité historique du taux court dans ce modele est la suivante :

dry = a(reo — 1¢)dt + odWF (3.11)



ol a, T~ €t o sont des constantes positives qui présentent respectivement, la vitesse de retour a la
moyenne, le taux long terme et la volatilité. W est un mouvement brownien défini sous la probabilité
historique.

En supposant 'absence d’opportunité d’arbitrage, une prime de risque notée A(r¢,t) est considérée
afin de pouvoir passer en probabilité risque neutre. En considérant A constant, et en utilisant le
théoreme de Girsanov, le changement de probabilité sur la dynamique du processus permet d’avoir :

dry = a(b — r)dt + ocdW2 (3.12)

avec b = roo — %)‘ 1.WtQ est un mouvement brownien sous la probabilité risque neutre Q définie a
I’aide du théoreme de Radon-Nikodym par :

T T
%|ﬂ = exp (—/t AMw)dWF (u) — %/t )\(u)zdu>

La solution de I’équation différentielle stochastique 3.12 est la suivante :
t
re=0b+ (rg—b)e * + / ge~ =) g2 (3.13)
0

? 2a

Dans ce cas, re~ N (b +(rg—b)et, < 1- 6’2“]) sous la probabilité Q.

Nous définissons ensuite le facteur d’actualisation calculable sous la probabilité risque neutre :
t 1 t o
pr = / reds = bdt + — (ro — b) (1 — e~) +/ -~ (1 - e‘“(t‘s)dW;Q) (3.14)
0 a o @

R; suit une loi normale sous cette probabilité Q. En effet, p;, ~ N (A, T;) avec Ay, = bdt +
Lirg=b)(1—e™)et Iy, = % (2at — 3 + 4e™ — e~ 201)

3.3.2 Profil de rendement égal au taux court

Nous suivons dans cette section Papproche utilisée par Lindset [2001][14], appliquée dans un cadre
de modele de taux Vasicek [1977][23], afin d’avoir une formule fermée matricielle pour le calcul de
Q(0,7) 3.5 sans approximation.

Nous supposons dans cette partie que le rendement est égal au taux court sans risque, nous obtenons
alors la formule suivante :

0,(0,t) = E© [e@l—mvoe(gz—ﬂz)vo ... elgme=pm)VO (3.15)

Pour chaque période du calcul, il existe deux possibilités. Si le taux de rendement dépasse le taux
minimum garanti (p; > ¢;) 1’état i prend la valeur 0, sinon I’état ¢ prend la valeur 1. Nous avons donc
2™t états possibles du monde entre 0 et ¢,,.

Soit alors un vecteur colonne c¢; qui représente un état du monde. En effet, c¢; est un vecteur de
taille m;x1 dont la i®™¢ valeur prend la valeur 0 si p; > g;:

1. Cette prime de risque peut étre vue de maniére plus claire en passant au prix zéro coupon B(@(t7 T). En effet, nous
pouvons montrer que g —r = og X A avec r taux sans risque et up,op les parametres de diffusion du prix zéro coupon.
Nous constatons donc que plus la volatilité de 1’obligation est élevée, autrement dit plus le risque pris est grand, plus
I’exces de rendement au dela du taux sans risque est important.
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(cj) p1L> g1
1 (cj)2 P2 < go

0 (Cj)mt—l Pmy_y > Gmy_y
0 (Cj)mt Pms > Gm,

Table 2 — Exemple du vecteur c¢; des états de revalorisation

Cela conduit a avoir 2™ uniques vecteurs c;.

Soit aussi des matrices carrées ¢; de taille 2™t x 2™ relatives aux vecteurs c;. Il existe aussi 2"
uniques matrices ¢;. Nous construisons ces matrices de la maniere suivante :
— les éléments non diagonaux sont tous nuls;
— les éléments de la diagonale ont pour valeurs 2 x ¢; — I;. Avec I; le vecteur colonne unité. 11
s’agit de centrer le vecteur c; .

2% (¢j)1 — 1 0 . 0 -1 0 0
0 2% (¢j)a—1 0 0 0 1 0 0
: 0 L0 0 = 0 0 0
: : 0 . 0 : : 0 . 0
0 0 0 0 2x(¢j)m, —1 0 0 0 0 -1

Table 3 — Exemple de la matrice ¢;

De méme nous considérons un vecteur G =% (g1,92...9gm,) pour les taux minimums garantis
annuels. Il s’agit d’un vecteur uni colonne de taille m;x1.

Le rendement moyen du taux sous la probabilité risque neutre Q est donné par une matrice uni
colonne A de taille m;x1 . Avec A; = b (t; — ti—1) + (ro — b)% (7=t — =) pour i = 1,...,my.

Le vecteur des rendements R = (p1, pa. .. pm, ) €st un vecteur de loi normale multivariée. Sa matrice
de variance covariance X de taille m;xm; est définie de la maniére suivante :

o’ —a(ti—ti_1) —2at;  2a(ti—ti_1) 2
Zi’izrizﬁ 2a(ti_ti—1)_2+26 alti—ti—1 +€ L (6 alti—ti—1 —1) (316)
a
o2 2 . S
Zi,j — COU(piypj) — ﬁ (ea(tn—tn—l) _ 1) (e—a(tn—tnfl)(J—H-l) _ e—a(tn—tn,l)(l+])) (317)

pour i # j.
Est considérée en plus, la version standard de la matrice de variance covariance notée 2.

Nous introduisons des vecteurs colonnes &; de taille m, x1 relatifs a chaque état du monde c;. Pour
J élément de {1,2,3...,2™t}, le i®"¢ élément de &; est donné par :

(&), = g— A — (Ecj)i
J74 \/]_'T

ol (Xc¢;); est le i®™ élément du vecteur colonne (Ec;).

(3.18)
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En introduisant une derniére variable a; = ¢; X &; uni colonne de taille m;x1, Lindset [2001][14]
montre que :

my

2
Ql (O’ t) = Z ethG_thA'i'%thEcj [0} (G{J7 é];éj) (319)
j=1

® (z,V) est la fonction de répartition d’une loi normale multivariée de matrice de variance cova-
riance V', évaluée au point x.

3.3.3 Profil de rendement gaussien d’un actif de type Black & Scholes [1973][3]

Dans cette partie, nous considérons un rendement de l’actif quelconque, sous condition qu’il soit
gaussien. Nous nous plagons dans un cadre général de Black et Scholes [1973][3]. Soit alors sous la
probabilité risque neutre Q la valeur de marché de I'action S; qui est donnée par la relation suivante :

¢ t
S; = So +/ r,S,dv +/ OS(V)S,,dB9
0 0

— 1, est le taux sans risque a l'instant v. Il est & noter que le taux est stochastique dans ce modele.
— 0g(v) est la volatilité locale du processus (S;)¢>0 & l'instant v.

Pour les conditions d’intégrabilité des processus ( fot rl,Sl,dz/) o € ( fg (05(v)S,)? dv) 7 hous ren-
>0 t>0

voyons le lecteur a Duffie [1999][7] pour plus de détails concernant ce point.

Un taux de rendement est ensuite défini a l’aide de ce processus. Pour le méme schéma de discré-
tisation défini dans le paragraphe précédent, nous considérons :

B :/n (rl,—%as(uf)du—&—/n Us(V)d39

tn—1 th—1

De telle maniere & avoir :

Si, = S, _,e

Le contrat considéré dans cette section, est un contrat d’épargne avec un taux de revalorisation égal
au maximum entre le taux minimum garanti et le rendement de ’actif. La revalorisation est périodique
comme dans les cas précédents 3.15. Le contrat a pour valeur I’expression suivante :

2(0,) = EQ [e<glfm)v(/alfm)e(grpz)v(ﬁrpz) o @mi=Pm )V By —pmy) (3.20)

Soit le vecteur colonne ¢;, j € {1,2,3...,2™} ou cette fois ¢; est de taille 2m; x 1 . Les premiers
m; éléments ont pour valeur 1, et les m; autres éléments ont pour valeurs c; — 1.

Donc (¢)i=1 pour i € {1,2,3...,m;},
(¢j)i=1(cj)i—1  pouri€{my+1,my+2...,2m}
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1 (€)1

1 (¢i)2

]‘ (Ej)mt

-1 (Ej)mt+1 ﬂl > g1

0 (Ej)mt+1 52 < g0

_1 (Ej)th—l Bmt—l > gmt—l
—1 (Ej)th Bm, > Im,

Table 4 — Exemple du vecteur ¢; des états de revalorisation

Le vecteur taux minimum garanti est défini comme précédemment G =* (g1, 92 .. gm, ), ol I; est
le vecteur colonne unité de taille m; x 1. R =¢ (p1,P2, -+ Pmy> B1, B2 ... Bm,) est le vecteur normal
multidimensionnel des rendements de taille 2m; X 1, etA le vecteur des rendements moyens relatifs a
R. Soit aussi la matrice de variance-covariance relative & R que nous notons . De méme zﬁest la
matrice de variance-covariance relative aux taux de rendements des actions *(31, B2, ... Bm,)-

Des vecteurs colonnes &;= ¢; x &; de taille 2m; X 1; sont ensuite considérés ou (&j)iest défini de
la maniére suivante :

pour i € {1,2,3...,m:},
(Euj)i W pour i € {my+1,my +2...,2m;}

ot (I'g), est la variance du rendement des actions a l'instant ;.

Remarque : Il est a noter, qu’a la différence de ce qui est fait dans Lindset [2001][14], nous avons
considéré ici les matrices ¢; relatives aux vecteurs ¢;. En effet, le produit ¢;&; de 'article ne peut

pas étre évalué. c; est de taille 2m; x 1 de méme que (ézj). Il est donc indispensable de passer a la
transformation qui permet d’avoir une matrice ¢; de taille 2m; x 2m; afin de pouvoir évaluer le produit.

Finalement, df est un vecteur colonne de taille m; x 1 ot pour ¢ € {1,2,3...,m;}, (64?)‘ =
1

(&j)iert'
Lindset [2001] établit que :

Q(0,1) = Y e HE NS g (ozf, éjzgéj) (3.21)

Calcul des corrélations : La principale difficulté a ce stade est de pouvoir calculer les termes de
la matrice de variance-covariance . Nous allons donc établir ces formules pour un modeéle de Black &
Scholes [1973][3] avec un taux stochastique de Vasicek [1977][23] et une volatilité des actions constante.
La dynamique du prix des actions sous la probabilité risque neutre est la suivante :

dSt = TtStdt + O'SStthS (322)
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Nous omettons I’écriture avec Q probabilité risque neutre par souci de simplification.

Nous partons du constat qu’entre un Vasicek standard et un Vasicek généralisé (Hull & White
[1990][12]) les deux parameétres qui entrent dans les calculs des corrélations sont les mémes.

En effet, soient les deux dynamiques risque neutre d’un Vasicek standard et un généralisé :

dry = a(b—ry)dt + odW]  Vasicek Standard
dry = a(by — r¢)dt + odW]  Vasicek généralisé
La seule différence entre les deux modeles est le parameétre b; qui est défini a partir des taux forward
dans le cas d'un Vasicek généralisé.
Le modele de Vasicek généralisé est vu comme un cas particulier du cadre de Heath, Jarrow et
Morton [1992][11] pour les taux forward en risque neutre :

S

f(t78):f(078)+/0t0'f(y78)/ af(z/,u)dudu+/0tof(1/,s)dWl,

v

Dans le cas d’'un modele de Vasicek généralisé

o (t,T) =cge 770

Nous allons établir des formules qui s’appliquent a la fois pour un Vasicek généralisé et en méme
temps pour un Vasicek standard.

Nous supposons par la suite que les deux processus (Tt)tzoet (St)tzo sont corrélés avec un coefficient
de corrélation noté ¢ ( |¢| < 1) . Cela revient a écrire que pour deux browniens indépendants €1 et
&g !

WS = €1
W™ = pe1++/1— p2e
En suivant ces définitions, la variance du rendement du taux est :
2

tor [ ptn 2 tn tn
sz :/ / of(v,u)du var/ (/ Jf(v,u)du) dv
) 0 th—1 tn—1 v

En suivant 3.16 et 3.17 :
2 o? —a |, _—2an (,2a 2
(o) zﬁ[Za—Z—FZe +e (e —1)},n:1,...,mt
o2

203 (e® —1)° (efa(jf”l) - e’“(”j))

cov(pi pj) =
Pour 7 < 3.
La variance du rendement des actions est :

o2 — g2 20059
Bn = Ypn a2

(a71+efa)+ak2g
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Et la corrélation rendement taux, rendement actions est donnée par :

cov(pi, p;) + ozg%ﬂ (efa(jfifl) —9¢—ali—?) ¢ efa(j7i+1)) pour j > i
cov(p;, By) = 0% 29959 (g — 1+ e pour i = j

Pn
cov(pj, pi) pour j <'i

La covariance du rendement des actions est :

co(Bi, 55) = cov(ps,pi) + TI5E (e0Ui1) _gee=) g omati=i4)

3.3.4 Application numérique et comparaison

Nous ajustons dans le cadre de cette application les parameétres du modeéle de taux sur la courbe
publiée par ’EIOPA le 30 avril 2014 dans le cadre des stress tests (sans Volatility Adjustment). Nous
suivons le méme raisonnement que Planchet et Thérond [2005][19] en se basant sur le prix nominal
zéro coupon connu pour le modele de Vasicek.

En effet, pour un instant donné t et une maturité 7', en notant 7 la maturité résiduelle, le prix
nominal zéro coupon est le suivant :

Ry *tet (t,7) = [b— % - L <(b— g - r(t)) (1—e ) - Z% (1- e‘”)Q)]

Ainsi les parametres a, b et o sont estimés par la méthode des moindres carrés :

M
- 2
(a,b,0) = argmin {Z (R,‘f‘mcek (t,7) — REIOPA (¢, 7)) }
T7=1
ott RETOPA (1 1) est le taux nominal  I'instant ¢ de maturité résiduelle 7 obtenu en se basant sur la
courbe de taux EIOPA. M est la plus grande maturité des taux fournie dans la courbe (pratiquement
M = 150).

Le tableau qui suit résume les parametres considérés pour le calcul de 'option de revalorisation :

Parametre \ Valeur ‘
taux minimum garanti | log (1 + 2%)
Parametre a 0.12856975
Parametre b 0.03994681
Volatilité du taux 0.11229%
Volatilité des actions 20%
Corrélation taux/actions —0.2

TABLE 5 — Parametres

La volatilité des actions a été ajustée sur I'indice CAC 40 et le rendement des actions est supposé
corrélé négativement avec le taux court sans risque.
Le tableau qui suit résume les valeurs obtenues pour des maturités entre 1 et 9 ans :

[Maturité [ 1 [ 2 [ 3 [ 4 [ 5 [ 6 [ 7 | 8

91(0,7) | 1.014604 | 1.025127 | 1.031960 | 1.035486 | 1.036076 | 1.036076 | 1.036076 | 1.036076 | 1.036076

Q2(0,7) | 1.080652 | 1.180592 | 1.27893 | 1.383176 | 1.493779 | 1.611218 | 1.736007 | 1.868693 | 2.009862

TABLE 6 — Comparaison des prix de l'option de revalorisation pour deux profils de rendement
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3.4 Mesure de ’erreur d’approximation par les méthodes de Monte Carlo

Cette étape est motivée par deux raisons majeures. La premiére est que le modele de Bonnin et
al. [2014b][5] estime loption de revalorisation par une méthode de Monte Carlo et nous souhaitons
donc avoir une idée sur 'erreur commise en choisissant cette démarche. La deuxiéme raison est qu’en
implémentant cette deuxieme classe de méthodes de pricing, nous pouvons confirmer ’exactitude des
résultats obtenus par formules fermées; et ainsi mesurer finement I'erreur commise en fonction du
nombre de simulations et le nombre de discrétisations.

Nous nous intéressons en particulier a 'impact des méthodes de discrétisation et de calcul d’intégrale
car ils sont a l'origine de biais non négligeables.

Nous introduirons dans un premier temps les principales méthodes de discrétisation du taux. En-
suite, nous exposerons des méthodes d’approximation de l'intégrale pour le calcul d’un rendement sur
une période donnée.

Nous verrons que 'erreur de 'approximation peut étre décomposée en deux erreurs. La premiére
est dite systématique; elle est relative au choix de la méthode d’échantillonnage et a I’approximation
du calcul de I'intégrale ; 'autre est purement statistique et dépend du nombre de simulations.

Dans la plupart des cas pratiques, l'erreur statistique ne peut pas étre annulée. Il est donc légitime
de penser a une méthode de choix d’'un compromis entre nombre de discrétisations et nombre de

simulations. Dans ce cadre, nous présentons les résultats de Duffie et Glynn [1995][8] qui donnent un
moyen pour le choix du compromis entre le nombre de discrétisations et le nombre de simulations.

3.4.1 Discrétisation du modéle de taux

Nous reprenons dans cette partie les notations de Planchet et Thérond [2005][19].
Nous considérons le cas d’un processus défini par I’ EDS suivante :

dXt = ,U,(Xt, t)dt + O'(Xt, t)th
Xo =

ol (W;)¢>0 est un mouvement brownien sous la probabilité considérée pour la diffusion.

Afin de discrétiser ce processus nous passons a la forme intégrale suivante :
t t
X; = m—i—/ u(Xs,s)ds+/ o(Xs, s)dWs (3.23)
0 0

Si I’équation 3.23 n’admet pas de discrétisation exacte, le développement d’Ité-Taylor permet
d’avoir une version discrétisée approximative de I’EDS. La discrétisation dépend de 'ordre de déve-
loppement [to-Taylor de I’EDS.

Dans le cadre du modele de taux de Vasicek [1977][23], ' EDS admet une solution sous la probabilité
risque neutre :

¢
re=0b+ (rg—b)e "+ / oe =) g2
0

En utilisant les propriétés de I'intégrale d’'une fonction déterministe par rapport a un mouvement
brownien nous avons la discrétisation exacte suivante :
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s 5 1 — e—2daé
rers = 1€ 0+ b (1 —e ) +o 272 (3.24)
a

ou z est une variable aléatoire de loi normale centrée réduite et § le pas de temps considéré pour
la discrétisation.

Le procédé de discrétisation d’Fuler consiste en 'approximation du processus continu X par le
processus discret X défini, avec les mémes notations que équation 3.23, par :

Xt+5 = Xt + ’[L(Xt,t)(s + O'(Xt,t)\/gz (325)

ou ¢ est une variable aléatoire de loi normale centrée réduite et § le pas de temps considéré pour
la discrétisation.

En appliquant ce schéma au modele de Vasicek, nous avons I’équation :
Tt+6:Tt+a(b_Tt)5+U\/SZ (3.26)

3.4.2 Méthodes de calcul de l’intégrale du taux court

En se référant & Kloeden et Eckhard [1992][13], nous rappelons dans cette partie les deux méthodes
de quadrature les plus utilisées, a savoir la méthode des trapezes et celle de Simpson.

Nous considérons une suite d’abscisses notées xg, x1,... Ty, £y + 1 espacées par une constante h
appelée pas de la discrétisation :

;i =x9+ih pouri=0,1..., N+1

Une fonction f dont les valeurs sont connues aux abscisses z; 0 < i < N + 1 avec
f(xi)=fi

Formule des trapézes : Pour f fonction deux fois continument différentiable sur le segment [z, 2],
la formule des trapeézes pour le calcul de l'intégrale est la suivante :

To h
[ twa =5 (5 )+ 0 (w1 (3.27)
zl
ot fPest la dérivée seconde de la fonction f.
Le terme d’erreur O () signifie que la vraie valeur de l'intégrale différe de I'approximation par un

coefficient multiplié par h3 que multiplie la valeur de la dérivée seconde de f en un point de I'intervalle
[x1,x2]. Le coeflicient est égal & % Toutefois, le point d’évaluation de la dérivée seconde est inconnu.

Formule de Simpson : En prenant en compte trois points d’évaluation de la fonction f, Simpson
étend la formule d’approximation de 'intégrale pour les fonctions polynomiales de degré inférieur ou
égal a 2. Il est méme possible d’avoir le résultat exact pour des fonctions polynomiales de degré 3 en
enlevant un coefficient de symétrie a la formule. La formule est la suivante :

/j f(x)dz = h (;fl + %fz + ;fd> +0 (h5f<4>) (3.28)

f doit étre dans ce cas une fonction quatre fois continument différentiable sur le segment [z, z3]
et ) est la dérivée d’ordre 4 de la fonction f . & noter aussi que la formule donne une approximation
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de l'intégrale sur un intervalle de longueur 2h. Donc le coefficient multiplicatif de A sera a son tour
multiplié par deux.

3.4.3 Biais de la discrétisation et du choix de la formule intégrale

Soit Q. 27(0,t) un estimateur de (0,t) avec N le nombre de discrétisations et M le nombre de
simulations.
L’erreur d’estimation sera notée € (N, M) avec :

e(N,M) = Qnar(0,8) — Q(0,1)
=B [Qnu(0,8)] = 2(0,8) + Qa0 (0,6) = E2 [Fy, (0, 1)

= Esys + Estat

Esys = EQ [Q ~N,m (0, t)} — (0, t) Perreur systématique commise & partir du moment que choix de la
méthode d’échantillonnage est fait. Elle caractérise le schéma de discrétisation, la méthode numérique
pour approximer 'intégrale et le nombre de pas de discrétisations.

Estat = QMM(O, t) —EQ[Fy a(0,t)] Perreur purement statistique car elle ne dépend que du nombre
de simulations.

L’erreur systématique est annulée & partir du moment ou il existe une formule fermée pour le calcul
de E© {Q ~,m (0, t)} c’est le cas du prix zéro coupon nominal & 'instant initial. Mais en général cette
formule n’existe pas (le cas de ©4(0,t) et Q2(0,1))

3.4.4 Compromis entre le nombre de simulations et le nombre de discrétisations

Dans la plupart des cas, une formule fermée pour EQ [Q N, (0, t)} est tres fastidieuse a retrouver.

Il est donc naturel de se tourner vers des méthodes de simulations directes pour estimer les deux
eITeurs €45 €t E4¢q¢. Une problématique importante se pose a ce stade, a savoir le lien entre le nombre
de simulations et le nombre de discrétisations et leurs effets sur 'erreur totale. Afin de répondre a
cette problématique, Duffie et Glynn [1995][8] proposent un algorithme efficace de 'allocation des
ressources informatiques lors de la simulation. Le compromis entre ’accroissement du nombre de pas
de discrétisation et I’accroissement du nombre de simulations, étant donné un budget limité pour le
temps de calcul, est résolu. L’article propose une solution optimale de ce compromis pour des schémas
de discrétisation d’ordre 1 (Comme celui d’Euler) et méme d’ordre supérieur.

L’application dans le cadre d’une discrétisation d’Fuler suppose que sous certaines conditions de
convergence du processus discrétisé, le nombre de simulations doit étre quadruplé a chaque fois que le
nombre de discrétisations est doublé. Et avec un schéma d’Fuler optimal, d’une maniere asymptotique,
Perreur quadratique moyenne est divisée par deux quand le nombre pas de discrétisations est divisé
par deux.

Application au calcul du prix ©;(0,¢) : Nous avons vu dans 3.3 qu'il est possible d’avoir une
formule fermée pour le prix 241 (0,¢), nous allons donc nous servir de cette formule afin de quantifier
lerreur commise lors des simulations.
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Etant données une méthode de discrétisation et une méthode d’approximation de I'intégrale, notons
f(h,n) la n®™e réalisation du processus exp( [gt - fol rsds} V/ 0) pour le pas de discrétisation h choisi.
Nous prenons pour simplifier une maturité un an et nous nous intéressons a la quantité :

M
Zn:] f (h’7 n)

M
ou N est le nombre de discrétisations total et M le nombre de simulations.

Fym(0,1) =

Dans ce cas 'erreur a la forme suivante :

e = Fyu(0,1)—0:(0,1)
E2 [Fnar(0,1)] — Q1(0,)(+Fn s (0,1) — EQ [Fy (0, )]

=  Esys + Estat

Toutefois, il n’est pas possible dans ce cas d’annuler Ierreur statistique car nous n’avons pas une
formule fermée pour E@ [Fiy 37 (0,¢)]. Il est donc indispensable de procéder aux simulations des diffusions
afin de pouvoir quantifier 'erreur e.

Nous considérons par la suite les mémes parametres du tableau suivants pour le calcul du prix
21(0,1). La formule fermée établie dans donne une valorisation de 1.014604.

Nous voudrions a ce stade voir I'impact des deux parametres N et M sur 'erreur totale commise
lors de la simulation. Nous considérons dans un premier temps une méthode des trapézes pour le calcul
de l'intégrale et une discrétisation d’Fuler pour le processus du taux.

En suivant Duffie et Glynn [1995][8], la quantité considérée pour l’erreur est une valeur qui prend
en compte plusieurs réalisations de 'erreur. En effet, en considérant un pas de discrétisation et un
nombre de simulation donnés, une valeur de l'erreur (N, M) est retrouvée. Toutefois, une seule valeur
de e(N, M) n’a pas de sens dans la mesure oll nous ne connaissons pas la valeur qu’elle prend en
refaisant une nouvelle simulation. Afin de donner un sens a l'erreur il est judicieux de prendre une
moyenne des valeurs retrouvées lors des simulations. e(N, M) est alors calculée plusieurs fois et nous
prenons comme indicateur erreur quadratique moyenne (EQM) & travers les échantillons &°(N, M)
pouri=1...L:

EQM(N,M) = ¢Zf=1 (5351\7, M))*

ot €'(N, M) est la i réalisation de I'erreur (N, M). Et L le nombre d’échantillons de l’erreur
considéré.
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Pour L = 50 et pour les parameétres du tableau 5, nous présentons dans la figure qui suit ' EQM
en fonction des deux parametres N et M pour des valeurs entre 1 et 100 :

1e-03

(WN)OWE

5e-04

100 100

F1GURE 3 — EQM en fonction du nombre de pas de discrétisations et du nombre de simulations

Nous remarquons que la valeur de 'TEQM est décroissante en fonction des deux parametres N et
M comme prévu. Toutefois, si le nombre de discrétisations n’est pas important, augmenter le nombre
de simulations ne réduit pas forcément I'erreur totale d’estimation.

Nous notons aussi que ce graphe ne permet pas de voir une relation entre N et M pour réduire la
valeur de I'erreur. Nous allons donc calculer les erreurs pour des valeurs de N et M liées afin de voir
si le résultat de Duffie et Glynn [1995][8] est vérifié. Dans le tableau qui suit nous calculons I’EQM
pour des valeurs de N qui doublent & chaque fois et un nombre de simulations M quadruplé :

‘ N ‘ M ‘ EQM(N, M) ‘ Rapport des EQM ‘
4 16 2.909 x 10~* 2.741988
8 256 1.0611 x 10~% 1.185394
32 1024 8.9515 x 10~° 2.92254
64 4096 3.0629 x 10~° 1.541343
128 | 16384 1.9871 x 1072 1.617454
256 | 65536 1.2285 x 107 3.119486
512 | 262144 | 3.9384 x x107°
Moyenne =2.188035

TABLE 7 — Evolution de la valeur de 'EQM en fonction de M et N
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Nous concluons a travers ce tableau qu’afin de pouvoir diviser ’erreur par deux, il est indispensable
qu’a chaque fois que le nombre de pas de discrétisations soit doublé, le nombre de simulation doit étre
quadruplé. Ce résultat confirme le théoréme de Duffie et Glynn [1995][8] pour une discrétisation d’ Fuler.

Afin d’annuler Ueffet de la discrétisation d’Fuler, et garder le biais dii & 'approximation de I'inté-
grale, nous voudrions vérifier si le théoreme est aussi vérifié pour le cas d’une discrétisation exacte :

’ N \ M \ EQM (N, M) \ Rapport des EQM ‘
4 16 3.9278 x 10~° 2.521813
8 256 1.5575 x 10~° 2.081766
32 1024 7.4818 x 107 1.587985
64 4096 4.7115 x 10~ 1.452522
128 | 16384 | 3.2437x10°° 2.285227
256 | 65536 | 1.4194 x 10°F 2.027602
512 | 262144 | 7.0005 x x10~7
Moyenne =1.992819

TABLE 8 — Evolution de la valeur de 'TEQM en fonction de M et N pour une discrétisation exacte

Nous notons premierement que ’erreur est divisée par 7 en moyenne en passant a une discrétisation
exacte. Deuxiemement, le rapport des EQM est en moyenne égal & 2 ce qui vérifie le théoreme.

A ce stade, il s’avere aussi intéressant de voir I'impact du choix de la méthode d’intégration. Nous
appliquons la méthode de Simpson pour 'approximation de l'intégrale pour les deux discrétisations,
Euler et exacte :

’ N ‘ M ‘ EQM(N, M) D_ exacte ‘ Rapport des EQM ‘ EQM (N, M) D__ Euler ‘ Rapport des EQM ‘
4 16 3.1787 x 10~° 2.299738 2.7033 x 107* 2.076511
8 256 1.3822 x 10~° 1.986146 1.3018 x 10~* 1.516804
32 1024 6.9593 x 10~° 1.143627 8.5829 x 107° 1.949118
64 4096 6.0853 x 10~° 3.343045 4.4035 x 10~° 3.160721
128 | 16384 1.8202 x 1076 1.360934 1.3931 x 107° 1.171842
256 | 65536 1.3375 x 107¢ 1.758413 1.1888 x 10~° 3.3272
512 | 262144 7.6064 x x10~7 3.5732 x 107°
Moyenne =1.981984 Moyenne =2.200369

TABLE 9 — Evolution de la valeur de 'EQM en fonction de M et N pour une discrétisation exacte

Nous remarquons que ’erreur est réduite en moyenne de 10% en passant & une méthode d’intégrale
de Simpson. Le lien entre nombre de simulations et nombre de pas de discrétisations est toujours
respecté pour diviser 'erreur par deux.

D’apres 'ensemble des simulations. Il s’avere que la méthode d’approximation de l'intégrale de
Simspon combinée a une discrétisation exacte est celle qui donne un résultat meilleur pour 'erreur
d’approximation. Nous avons pu quantifier I’erreur de la méthode d’Fuler tout en mettant en avant a
chaque fois la relation entre nombre de simulations et nombre de discrétisations afin de pouvoir diviser
Ierreur totale par deux.
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Application au calcul du prix 25(0,¢) 3.20 : L’idée de cette partie est de voir comment se
comporte 'erreur d’approximation du prix 5(0,¢) 3.20 dans le cadre d’un modele d’actions de Black
€9 Scholes [1973][3] avec un taux stochastique et une volatilité constante.

Nous notons ici que le prix £2(0,t) dépend de deux sous-jacents :

1. Le rendement annuel des actions

B :/n (r, — %Us(v)Q)dV—F/n 05(1/)ng

tn—1 trn—1

tn
Pn = / rydv
t

n—1

2. Le rendement annuel du taux

Par souci de simplification et afin de réduire les temps de calcul, nous considérons un contrat de
maturité deux ans. Pour rappel, nous avons vu que la valorisation est de 25(0,2) = 1.180592.

La méthode d’approximation de I'intégrale est la méthode des trapezes. Le tableau ci-apres illustre
les résultats obtenus :

’ N ‘ M ‘ EQM (N, M) D_exacte | Rapport des EQM ‘ EQM(N,M) D_ Euler | Rapport des EQM ‘
4 16 0.008431492 1.313800 0.009191329 1.2944081
8 256 0.006417637 1.200456 0.007100797 1.3410598
32 1024 0.005346001 1.032106 0.005294914 1.0304881
64 4096 0.005179701 1.009738 0.005138259 0.9959076
128 | 16384 0.005129747 1.260234 0.005159373 1.2626684
256 | 65536 0.004070472 0.004086087
Moyenne =1.163267 Moyenne =1.184906

TABLE 10 — Evolution de la valeur de 'EQM en fonction de M et N

La méthode de discrétisation exacte réduit ’erreur en moyenne de trois points. Nous remarquons que
Perreur de cette simulation est plus importante que celle obtenue pour le prix €;(0,1). Nous notons
ici que la source de 'erreur est double car elle dépend de deux sous-jacents corrélés. La capacité a
générer deux browniens parfaitement corrélés est aussi une source d’erreur dans ce cas. Toutefois, le
point principal que nous notons a travers ces résultats est que le théoréme de Duffie et Glynn [1995](8]
n’est pas vérifié. En effet, la fonctionnelle considérée ici a la forme

f (X, Yp) = elo=Jo Xud)v(g=J" ved) (3.29)

et ne vérifie pas forcément les hypothéses de convergence du théoréme de Duffie et Glynn [1995][8]. Ce
point a comme conséquence que la relation entre nombre de simulations et nombre de discrétisations
ne pourra pas étre explicitée en termes d’impact sur Perreur totale. A ce stade, nous manquons de
plus d’arguments mathématiques afin de quantifier cette erreur; cela sort du cadre de ce travail car il
nécessite une étude assez détaillée du cas particulier de la fonctionnelle 3.29. Toutefois, nous renvoyons
le lecteur au chapitre 4 de Gobert [2003][10] pour un exemple d’étude dans un cas particulier d’une
fonctionnelle f.
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4 Conclusion

Le modele exposé ici permet donc la valorisation de l'option de revalorisation dans le cadre de
contrats d’épargne en Euros. Le choix de la prise en compte des options cachées par des formules
fermées conduit a des performances compatibles aux exigences opérationnelles de I’ORSA. Le modele
décrit évite les complications de ’exces de paramétrisation et privilégie une meilleure intelligibilité des
calculs et des résultats (cf. Radi [2014][20]).

L’extension proposée dans ce travail entend prolonger les travaux de Bonnin et al. [2014a][4] et
Bonnin et al. [2014b][5]. Elle permet la prise en compte du rendement d’un actif ce qui la rend plus
adaptée a la fois a la politique de participation aux bénéfices de 'assureur, et en méme temps a la
particularité de son actif. L’erreur d’un passage par des méthodes de Monte Carlo a été étudiée d’une
maniere détaillée.

Toutefois, nous notons que ce modele ne prétend pas remplacer les calculs du Pilier 1 de solvabilité
II. Tl entend se baser sur les résultats établis pour ce Pilier et les utiliser afin de procéder aux projections
pluriannuelles. Le calibrage est donc une étape importante de la mise en place de ce modele; il vise a
vérifier que les résultats des calculs obtenus par formules analytiques se rapprochent de la valeur du
Best Estimate calculée dans le cadre du Pilier 1.

Nous notons toutefois que ce modele présente une limite principale. En effet, la capacité a utiliser
ces formules dépend intimement de la formule utilisée pour le taux servi. Il s’agit certes d’une formule
générale fonction du rendement d’un actif de type Black € Scholes [1973][3] mais peut ne pas refléter
la vraie politique prévue par ’assureur.

Néanmoins, cette classe de modeles est une voie de recherche prometteuse. La limite citée supra
présente un axe intéressant d’amélioration de cette classe de modeéles. Nous notons aussi d’autres
applications de cette classe dans le cadre de I'agrégation de contrats d’assurance vie par exemple (cf.
Goffard [2012]).

Différents points peuvent étre améliorés et des extensions peuvent étre proposées. Nous citons
par exemple la possibilité d’ajuster une loi normale sur le rendement total de l'actif de l'assureur;
cette étape passe par Iapproximation d’une somme de lois log-normales par une loi log-normale (cf.
Dufresne [2009]) et entend s’adapter au profil de lactif de 'assureur. Une deuxiéme extension consiste
a généraliser le calcul des facteurs 2 en prenant en compte une politique de taux servi correctement
représentée par un nombre limité de variables. Une troisieme étude peut se concentrer sur ’optimisation
des calculs des facteurs €2 en passant par un outil de calcul matriciel différent de R et I’étude détaillée
du calcul de la fonction de répartition d’une loi normale multivariée utilisée pour le calcul de € (cf.
Genz et Bretz [2009][9]). En effet, le probléeme peut étre transposé a la recherche d’une approximation
analytique de la fonction de répartition d’une loi normale multivariée avec une contrainte de temps de
calcul ; voir les travaux de Xuefei et al.[2009][25].
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